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Obijectifs du cours
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» Comprendre la notion de trafic
» Maitriser I'application des lois d’Erlang dans un contexte de téléphonie
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I. Quelques problématiques de dimensionnement =TT
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Objectifs du dimensionnement :

» Combien de RXA?

» Combien de jonctions d’accés ?

» Combien de jonctions de ligne ?

* ... pour quelle qualité de service ?

Critéres de qualité de service :
» Processus avec perte : taux de blocage, e.g. 1%,

» Processus avec attente : délai d’attente et quantile, e.g. moins d’'une seconde

dans 95% des cas.

Compromis investissement / qualité de service :

* Une meilleure qualité de service nécessite plus de jonctions, donc plus

d’'investissements.

Il. Notion de trafic
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Remarques :
» Le trafic moyen a l'instant u est :

a(u) = Tll—r>n0<> a(u,T)

» Pour un trafic stationnaire, cette quantité ne dépend pas de u.

» Le trafic s’exprime en Erlangs.

[l. Notion de trafic
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Trafic d’'un serveur : c’est le temps moyen d’occupation du serveur, c’est aussi la

probabilité d’'occupation du serveur.
Sur une période d’observation T, le trafic vauta u :

NB : pour un a(u, T) — E t;
serveura < 1 T &
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[l. Notion de trafic
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Trafic d’un groupe de serveurs : c’est la somme des trafics de chaque serveur.

Pour une période d’observation T, le trafic a u vaut :

serveurs A<M

1 & -
NB : pour M A(U,T) = TZZtZ

j=1
A Temps d'activité t', du serveur 1
RN -7
\f<—>/
E —_— —-i Serveur 1
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re— — i Serveur M
L
u-T i U'
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a

Période d’observation T
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1. Notion de trafic =TT

Trafic ergodique : le nombre moyen de serveurs occupés a un instant t est égal a
la probabilité d’'occupation d’un serveur.

4 Nombre moyen de
serveurs occupés
‘ Probabilité
—_— —_— d’occupation
e —_— d’'un serveur
|
p— — |
|
.
r—
u-T t i u
P g
D Période d’observation T "
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Il. Notion de trafic
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Processus a perte : une demande de service trouvant I'ensemble des serveurs
occupé est rejetée.

Trafic rejeté = pA

Trafic offert ou / Trafic écoulé
entrant = A =(1-p)A
Probabilité de rejet
ou de blocage =p

Processus a attente : une demande de service trouvant 'ensemble des serveurs
occupé est mise en attente. Une demande de service trouvant 'ensemble des

positions d’attente occupé est rejetée.
Trafic rejeté = A-A’

Trafic écoulé
=A

Trafic offert ou
entrant = A

Trafic d’attente
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Autre formulation du trafic :
Taux d’arrivée des
clients (en nombre
de clients par unité
A )\ de temps [s"-1])
Trafic moyen [Erlangs]
Taux de départ des clients
(en nombre de départs par
unité de temps [s*-1]). 1/u
est le temps moyen de
service d’'un client.
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L’unité de trafic :

Le trafic est sans unité.

« L'unité » utilisée pour mesurer le trafic est 'Erlang.

Un serveur occupé a 100% du temps supporte un trafic de 1 Erlang.

Un groupe de M serveurs occupés a 100% supporte un trafic de M Erlangs.
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|. Modélisation file d’attente mEAT

La notion de trafic en téléphonie recouvre la méme notion que la charge en théorie des
files d’attentes.

Le trafic offert est caractérisé par le processus d’arrivée des clients. En téléphonie, le
processus d’arrivée est Poisson, i.e. un processus de comptage N stationnaire a
incréments indépendants tel que :

Pr(N(s+t)-N(s) = k) = (At)<e™/ k!, pour tous s et t dans R et k dans N.

Un processus de Poisson est caractérisé par le taux d’arrivée des appels/clients : A
appels/s. Les inter-arrivées suivent une loi exponentielle de paramétre A.

La durée d’un appel suit un loi exponentielle de parameétre . Si T est le temps de service
et f(f) sa pdf :

fr(t) = pe
E[T] = 1/u
13
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II. Loi d’Erlang B EEEEN

Les probabilités stationnaires s’écrivent :
p(n) = A"/n!/ Zosiss A/ il pournentre 0 et S.

La probabilité de perte ou de blocage :

A°
B ,5(A) = ZSS—'A_
1=0 4!

ll. Modéles & perte TTitoon
I. Modélisation file d’attente 5o 4 |
} S serveurs
A=p=A\/n
Chaine de Markov a temps continue : X(t)={n(t)}s, ou n(t) est le nombre de
serveurs occupeés a linstant t. ‘
\/M %+1 )M \/SM
Equations aux frontiéres : Ap(n) = (n+1)up(n+1) pour tous n entre 0 et S-1.
p(n) = A"/n! p(0) pour n entre 0 et S.
Equation de normalisation : 2 p(n) = 1.
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ll. Modéles a perte TR etoon
Il. Loi d’Erlang B I
25 T T T T T T T T T
— Pb=0.01 i
— —-Pb=0.02 =
—&— Ph=0.001 =" .
20F |8 Pp=0.0001 S o
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Trafic offert [Erlangs]
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Il. Loi d’Erlang B EHEE
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Il. Loi d’Erlang B AT

Formule de récurrence permettant d’obtenir, pour un trafic offert donné, les
valeurs successives du taux de perte en fonction des ressources S :

B AFE; s(A)
E1s5+1(4) = S+ 1+ AE; 5(A)

Loi de Rigault [1] ou approximation de l'inverse de la loi d’Erlang B :
Si E; 5(A) = 10%, alors S = A +kV A

Exemple : 10 appels par min, appel de durée moyenne 2 min, probabilité de
blocage de 1% > 30 jonctions (Rigault donne 29).
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[ll. Modeles a perte arisioon
Il Loi d’Erlang B EHEE

Gain statistique (trunck gain) :

01

2x2 serveurs écoulent
environ 400 mErlangs
pour une probabilité de |,
blocage de 2% )/

4 serveurs écoulent plus
d’un Erlang pour une
probabilité de blocage de

Probabilité de blocage

003 2%
0.02
001 : :
0 | ! 1 ‘ i
08 1 12 14 16 18 2
Trafic offert & [Erlangs]
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Il. Loi d’Engset EHAT

On a supposé jusqu’ici un nombre infini de source et un taux d’arrivée des appels
global pour 'ensemble des sources. L’hypothése est réaliste pour un
« grand » nombre de sources.

Si la population est finie, le taux des arrivées diminue avec le nombre d’appels en
cours de traitement. A la limite, si toutes les sources sont servies, il n'y a plus
de nouvelles arrivées.

Hypothéses :

+ S serveurs.

* M > S sources Poisson indépendantes avec taux d’arrivée a.
» Temps de service exponentiel de paramétre u.

» Trafic créé par une source : a=a/u.

20
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Il. Loi d’Engset 5 i |

Le taux d’arrivée dépend du nombre de sources en cours de service.

M (M-n) (M-S-1)a

\/M \’;/(I'H"I)M \/SM

Equations aux frontiéres : (M-n)ap(n) = (n+1)up(n+1) pour n entre 0 et S-1.
p(n) = C",a"p(0) pour n entre 0 et S.

Equation de normalisation : 2 p(n) = 1.
Les probabilités stationnaires s 'écrivent :

p(n) = C"ya" / 2.5 Ciya' pour nentre 0 et S.

21

[l. Modéles a perte T etoon
II. Loi d’Engset =5 4 |
8 T T T T T T T
7 i s st i i e
| / _
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Probabilité d’encombrement : p(S) = C8),aS / Zycs Ciy@

Probabilité de blocage : P, = a(M-S)p(S) / Zj<ics (M-i)p(i)

c3  .a°
Py(M, S,0) = —5= -
ie0 C—10

En pratique, lorsque M > 10*S, on utilise Erlang B qui donne un majorant trés
proche sur le nombre de jonctions a installer.

Remarque : le trafic moyen total s’exprime en fonction de a et P,,.

S
A = Y a(M—i)p(i)
=0
B aM
T 1+a(1-P
22
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. Loi d’Engset [~ 5 Fi |
0.1 T
— —-Erlanyg B
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oo [{ T M30

—— M=40
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Probahilité de blocage

Trafic offert A [Erlangs]
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Ill. Heure chargée (Busy Hour) mEAT

En toute rigueur, le trafic téléphonique est une grandeur qui varie au cours du
temps A(t)

Pour dimensionner un systéme téléphonique, on prendra systématiquement le
trafic a I'heure chargée comme référence

Trafic A(t)
Heure chargée
i Temps
0 Evolution du trafic téléphonique au cours d’une journée 24
25
IV. Modéles a attente T e
Il. Modélisation file d’attente AT
Y N
S serveurs
A=p=Mu<S

Chaine de Markov a temps continue : X(t)={n(t)};», ou n(t) est le nombre de

serveurs occupés a linstant t.

AN

\,/(,—]4.1)“ \_/Su Su \_/Su

u |
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l. Applications de la loi d’Erlang C Al |
Hypothéses :

« Lapplication de cette loi suppose que le nombre de clients est suffisamment
important pour étre considéré comme infini. Dans ces conditions le processus
de service est indépendant du processus d’arrivée.

» Le processus d’'arrivée des appels est Poisson de paramétre A.

» Le temps de service suit une loi exponentielle de paramétre u.

« La file d’attente est infinie (pas de pertes) et la politique de service est FIFO.

Application :
La loi C d’Erlang est utilisée pour dimensionner le nombre de récepteurs
d’abonnés au niveau des centraux téléphoniques

Loi a attente => Le paramétre de performance important est la statistique du délai
d’attente d’un client avant d’étre mis en relation avec un récepteur d’abonné
(processus de présélection).

26
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[1I. Loi d’Erlang C EEIEN

Equations aux frontieres :
Ap(n) = (n+1)up(n+1) pour n entre 0 et S-1,
Ap(n) = Sup(n+1) pour n > S-1.

p(n) =A"/ n! p(0) pour n entre 0 et S-1,
p(n) =An/ (S! S™S) p(0) pour n > S-1.

Equation de normalisation :
1/p(0) = 2, .4 A"/ nl + AS/S! x 1/(1-A/S)

Loi d’Erlang C : probabilité d’attente
A3/8!
1-A/S
S—1 At , AS/S!
Ei:O ot 174/5

Eys(A) =

28
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IV. Modéles a attente
1. Loi d’Erlang C EEET

Remarque : la loi d’Erlang C peut s’exprimer en fonction de la loi d’Erlang B.

E,s(A) = E4 (A) {1-A/S(1-E, g(A)}

Eos(A) = Eq s(A)/ (1-AS)

Exemple : 10 appels par minute, durée moyenne d’appel de 2 min, probabilité
d’attente maximale de 10%

> 27 jonctions sont nécessaires.

29

IV. Modéles a attente T
[II. Loi d’Erlang C EZIEN

Probabilité d'attente

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Trafic offert & [Erlangs)]
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1. Loi d’Erlang C I

Moimbre de canaux
=
T

Trafic offert [Erlangs]
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[1I. Loi d’Erlang C EEIEN

Quelques résultats utiles : (cf. en annexe pour les justifications)

A/S
1—-A/S
Eys(A) A/S

N 1-A/S

Nombre moyen de clients dans la file : Q = E2 S (A)
?

Temps d’attente moyen dans la file : ‘/‘/ —

Distribution du temps d’attente dans la file :

P[T > t] = E2 s(A) exp(—Sut(l—A/S))

32
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= V. La problématique du débordement =
llLLoi d'Erlang C AN P 9 T
Quelques résultats utiles : cas mono-serveur M/M/1 Le trafic rejeté par un premier systéme est récupéré et offert & second systéme.

A Si le second systeme n’a plus lui-méme de ressources, le trafic pourra étre
Nombre moyen de clients dans lafile: ) = ——— offert & un troisiéme systeme.
1-A Il est aussi possible de regrouper sur un méme faisceau I'ensemble des trafics de
Debit: X = \ débordement venant de différents systemes.
Taux d'utilisation du serveur: [J = A Faisceau de
débordement\
1

Temps d'attente moyen dans lafile: R = Q/X = T

Distribution du temps d'attente dans lafile : P[T" > t] = Aexp(—t(u — A)) Y ] }(

Faisceau direct

33 34
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V. La problémati sbordemen nclusion
a problématique du débordement =TT Conclusio =TT
Deux méthodes peut étre utilisés pour dimensionner les faisceaux de « Dimensionement :
débordement: — Raccordement a un récepteur d’abonnés : Erlang C
— Dimensionnement des jonctions d’acces : Engset ou Erlang B
v Le méthode du faisceau équivalent de Wilkinson — Dimensionnement des jonctions de ligne : Engset ou Erlang B
v Les processus MMPP « Critéres de qualité de service :

— Systemes avec perte : probabilité de blocage,
— Systémes a attente : probabilité d’attente ou délai/quantile.

» Erlang B et C sont aussi utilisées dans les réseaux de paquets et les réseaux
mobiles.

* Pour approfondir : problématique du débordement (Wilkinson ou MMPP),
réseaux multi-services, réseaux avec priorité, clients impatients, répétition des
appels infructueux, mixte de trafic (communications efficaces, non-réponses,
occupation, numérotation incorrecte,...), etc.
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Annexe : parametres de performance M/M/K

5 i |
Nombre moyens de clients dans la file : @ = Z (n — S)p(n)
n>S+1
= Z np(n + S)
n>0
Z An+S
n>0 S'S
_ p(0)ASH 1
N SIS (1-A/S)2
A/S
= B S(A)m
Temps moyen passé dans la file : Little appliquée a la file d’attente
W o= Q/A
Eys A/S
A 1-A4/S
37
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Annexe : paramétres de performance M/M/K =TT

* Le temps d’attente d’un client trouvant j clients dans la file est une variable
aléatoire somme de (j+1) variables exponentielles de paramétre Su : sa loi est
Erlang-j (on le montre par récurrence) :

J
PT>tT>0,Q =j]= E
k=0

(S:u’t)k e—S,ut

* Laccdfde T s’écrit alors :

j k +5
(Sut)e _g A

PIT >t = ZZ M) e 5P

730 k=

_S/LtAS Z Z S[Lt)k 14'7

k>0 >k WS

e—SmASpw) 5~ (St4/9)"
SL-A/S) & K

= E3s5(A)exp(—Sut(l — A/S))
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Annexe : parameétres de performance M/M/K =TT

Distribution du temps d’attente dans la file :

» Soit T le temps d’'attente d’un client qui arrive dans la file et Q le nombre de
clients dans la file a son arrivée. S’il y a un serveur libre, T=0. Sinon, il doit
attendre que tous les clients de la file soient servis et qu’un serveur se libére.

PT>t] = P[T>tT>0]P[T>0
PIT>0] = E;s(A)
P[T >t¢T>0P[T>0 = ZP[T >tT > 0,Q =j]P[Q = j|T > 0]

» La distribution du nombre de clients aux temps d’arrivée est égale a la
distribution stationnaire (PASTA) :

PQ=jIT>0] = P[Q=3T>0]/P[T >0
= p(j+5)/E2,s(A)
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Glossaire =TT

CCDF : Complementary Cumulative Distribution Function
CCS : Cent Call Second

FIFO : First In First Out

MMPP : Markov Modulated Poisson Process

RXA : Récepteur d’'abonnés
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